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Sujet de recherche

Les nombres p-adiques
[ci p est un nombre premier (ex : p = 7). On peut écrire tous les entiers naturels en base
p (au lieu de 10). Par exemple :

2202 =6-7"+4-77+5.7"+3.7"=6453 en base 7.

Au lieu de considérer les nombres avec une infinité de chiffres apres la virgule en base 10,
c¢’est-a-dire I'ensemble R des nombres réels (comme 7 = 3,14159...), on considere des
nombres qui peuvent s’écrire avec une infinité de chiffres avant la virgule en base p, par
exemple ...060, ...121212, ...251413 en base 7. Ces nombres sont appelés les nombres
p-adiques. On peut les additionner (ou les multiplier) en utilisant les mémes regles de
calculs (avec des retenues) : en base 7, onab5+4 = 12car 5+4 =9 =7+ 2; on a
254 34 = 62 car 5+ 4 donne 2 et une retenue, puis 2+ 3 = 5 donc 6 avec la retenue etc.
Autre exemple avec une infinité de chiffres cette fois (mais sans retenue) :

121212 4000333 = L. 404640,

Plus étonnant : dans certains cas la retenue peut étre reportée de chifire en chiflre vers
la gauche et « disparaitre » : par exemple, on a ...666 +1 =0, donc ... 666 = —1.

Les espaces p-adiques
Les nombres réels permettent de faire de la géométrie : R est la droite, R? le plan, R’
I'espace etc. On peut remplacer R par 'ensemble des nombres p-adiques Q, et ¢tudier
les espaces Q, 229, @2 etc. La « géometrie » de ces espaces est tres étrange. On a par
exemple les propriétés suivantes dans ces espaces :

— tous les triangles sont isoceles

—tout point d'une boule (c¢’est-a-~dire une sphere pleine) est au centre;

—deux boules sont soit disjointes, soit contenues I'une dans l'autre.

Groupes et représentations

Un groupe est un ensemble d’objets que 'on peut « multiplier », c’est-a-dire que si X et
Y sont deux éléments de cet ensemble, on peut écrire XY et on obtient ainsi un troisieme
élément. On demande qu’il existe un élément neutre notée E tel que XE = EX = F,
et que tout élément X admette un inverse noté X ! tel que XX ' = X7'X = FE. Par
exemple, I'ensemble des nombres réels non nuls R* est un groupe pour la multiplication
(Pélément neutre est 1). De méme avec 'ensemble des nombres p-adiques non nuls Q.

Les exemples précédents sont construits a partir de la multiplication de nombres. Dans
ce cas, l'opération est « commutative », c¢’est-a-dire que XY = Y X. Cependant, tous
les groupes ne sont pas constitués de nombres et en général l'opération n’est pas com-
mutative : on peut avoir XY # Y X (par exemple, 'ensemble des similitudes du plan
est un groupe non commutatit pour la composition, notée o, dont 1'élément neutre est
I'identité).

Les groupes sont des objets qui apparaissent partout en mathématiques. Certains d’entre
eux sont extremement intéressants, mais aussi extrémement compliqueés et font 1'objet de
recherches tres actives. Une facon de les étudier consiste a comprendre leurs représenta-
tions, qui permettent de comprendre une « image » d’'un groupe.

Parmi tous ces groupes, certains sont aussi des espaces « géométriques » (par exemple,
on peut voir R* comme un groupe pour la multiplication et comme la réunion de deux
demi-droites). De méme il existe des groupes p-adiques, c¢’est-a-dire qui sont a la fois des
groupes et des espaces p-adiques (par exemple Q;).
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