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1 Solutions d’'une equation polynomiale 3. La formule d’une racine en etapes

2 Groupe de Galois

On s’intéresse aux polynomes qui sont des sommes et produits en Pourtant Alors on suppose que la racine r est donnée par une formule,
une variable inconnue X et des nombres reels qui prennent en » la complétion du carré est connue depuis 2000 ans, et c'est-a-dire par des sommes +, soustractions — et des racines </- de
general la forme » les méthodes de Cardan et de Ferrari datent du seiziéme siécle. nombres rationnels comme
. n n—1 o . . . . oo . . . 9 3 9
fX)=a,X"+a,1X"" " +---+ag ]Icl fallallt attenfljre Jusqlu au 19e S|edcle pour s'en convlalncre. qlu l:lnedtell? o \/\/5 +5_ <19
. rm r donner les racin 'un lon nomi r
bour des nombres réels a,, a,_1, ..., do. ormule pour donner les racines d’'une equation polynomiale de degre

plus grand que 4 n’existe pas.

3.1 La decomposition des racines

Souvent on s’interesse au point ou deux courbes donnéees par des

fonctions polynomiales se croisent ou ou une courbe atteint son PRI e SRUETIE pelbieim kil o el plls el guis 4, @l 155t

Evariste Galois donne un critere quand une telle équation a des On‘observeralameme particllarite il grollpe deGalols dans

maximum. solutions qui peuvent s'exprimer par une formule comme en haut, en  chacun des deux fagons par lesquelles la racine r dans une formule
0 \ \ \ \ les coefficients ay, . . ., a, de 'equation au moyen des opérations de est obtenue::
20 | | 2| \ +,-, -"et leurs inverses —, / et /5 en particulier il montre qu’une > Si r = </a est une racine d’un norrlbre obtenu par des sommes et
0 ! bonne partie des polynomes de degre > 4 n’ont pas de solutions racines dans Q, par exemple r = V2, ou
10/ 1 données par une formule, par exemple les zéros du polyndome »Sir = a + b est la somme ou difference de deux nombres obtenus
-2 I X> — X — 1 (bien que par exemple au contraire le polynome X°> — 32 a par des sommes et racines des nombres rationnels, par exemple
O * des solutions données par la formule x = V32). r=v2+ V3.

—-6-4-20 2 4 6 -2 -1 0 1 2 Soit r une racine d’un polyndme a coefficients rationnels. Parmi tous

Trouver les coordonnées de ce point se reduit a la résolution d’'une les polynomes a coefficients dans @ qui annulent rily a un unique i ' 2
: : P polyndme £ = X" + a, 1 X" 1 + .-+ ag du degré 1 minimal, C’est le Regardons le premler casr = a p.ar 'exemple r = V2 dont le
equation groupe de Galois nous venons de discuter. On observe que toutes

polynome minimal de r. . . .
les racines {i@, i\/—lx“/z} s’expriment comme produits de deux

FX)=X"+a,_ X" 1+ - +ay=0;

d’ol l'intérét a une formule qui permet de calculer les racines de Pou:jsavow quand r peut etre donnee Sar vne formulc;, ¢ est-zta)-dlre nombres irrationnels différents : V2 et V—1. Maintenant on ne
ar des sommes +, soustractions — et des racines </~ de nombres
. rotelque f(r1), ..., f(r,) =0. P ' 2

rationnels comme

regarde que toutes les permutations dans G qui fixent le facteur
V—1. Une telle permutation se decrit comme

f(X), c'est-a-dire les nombres rq, . .
Nous montrerons comment resoudre cette equation polynomiale

2
pour un degre n = 1, 2 et donnerons une idee pour n = 3, 4. Puis r = \/\3/5 +5— V12 B 2| VAR | V1R
nous expliquons comment Evariste Galois a demontre qu'une telle | faut regarder les permutations sur toutes les racines de f : l | | |
formule ne peut pas exister pour n > 4 et donne un critére quand iy — AN 4
une telle formule existe et quand non. 21 Les permutations de toutes les racines #V2| = V2 V=15 V2 —V-1x V2
. . R ou * est a remplacer par une des quatre facteurs possibles
. . . dansQetry, ..., rp lesracines de f (o maintenant une racine r peut  ay contraire si on ne regarde que l'action des permutations dans G

Toute fonctlonzpollynomlalg de degrelimpallts étre de la forme r = r’ + r”V—1 pour des nombres réels r’ et r”). sur lautre facteur V—1, il y en a deux possibilités :
e et F) O e e N VI VI
x assez grand f(x) > O et f(—x) < 0. Par exemple on trouve que -1 -v-1 -1 -v-1
f(X)=x>—-x+1auneracinea 1.1673... Soit ! et !

| | | | G ={ toutes les permutations des racines ry, ..., r, qui V—-11-V-1 -V-17v-l

5 i i
/ respectent l'addition et la multiplication }
] ; Le cas d'une somme
0 le groupe de Galois de f.

Regardons le deuxieme casr = a + b par 'exemple r = V2 + V3.

_5 : Qu’est-ce que une permutation et que veut dire qu’elle respecte Son polyndme minimal est X* — 10X2 + 1 qui a les 4 racines
| | | | l'addition et la multiplication ? Par exemple soit {i\/Q + \/§} et alors ses 4 permutations se décrivent par
_92 _ 4
-1 0 12 fR)=X'-2=0 VZ+V3 -V2+V3 VZ-V3 V23
Pourtant I'équation et {+V2, +V-1V2} ses 4 racines permutées par G. Une permutation I ! l l
X24+1=0 permute l'ordre de toutes les racines ou, autrement dit, elle est une +V2 + T\/§ V2 + T\/§ V2 + T\/§ V2 + T\/§

racines differentes sur la meéme racine, par exemple
les nombres complexes

—1.
4 4 4 4
C=(a+ ¥ Tosaber) |- 1|
k
ainsi toutes les équations polynomiales X? + aX + b = 0 de degré 2 2 2 12 V212 Toutes les permutations qui fixent un facteur ou additionné dans
ont une solution sur C (comme nous verrons en tout détail en bas toutes les racines (par exemple le facteur V-1 dans les racines

Qu’est-ce que cela veut dire, qu’une permutation respecte l'addition
et la multiplication ?

{i@, +1V—1+2}) et toutes les permutations obtenues en
restreignant a ce facteur ou additionné (par exemple au facteur

2.2 Les nombres formes par les racines V—1) sont l'itération d’une seule permutation ¢ engendrant,

par la formule qui donne ses solutions).

Un théoréeme (d’Artin-Schreier) affirme que si tout polynome de
degré impair et tout polynome de degré 2 a une solution, alors tout

polynome a une solution. Pour cela il faut regarder le domaine de tous les nombres qui se cestardire G={0,0%...,0"=¢)
Dés qu’on a trouvé une solution r d'une equation polynomiale forment comme somme des produits des racines ry, ..., r, et < - o ﬁ ’ .
f(x) =0, c'est-a-dire f(r) = 0, alors on peut diviser f(x) par nombres rationnels. Par exemple pour f(X) = X* — 2 tous ces ou e denote [a permutation qui fixe toute racine.
(x — r) et obtient un polynome de degre plus petit sur lequel on nombres prennent la forme Par exemple les permutations qui fixent la racine V=1 sont toutes
peut appliquer ce raisonnement de nouveau. En itérant, on voit que 5 \4/52 @3 obtenues en appliquant la permutation 6: V2 — V-1V2 qui
tout polynome de degré n a n racinesry, ..., r, dans C. o+ aiNa+ az a3 5 : envoie V2 a V-1V2 (ou aussi bien a —V-1V2); ce diagramme
e degrd d v +boV=1 + b1V=1V2 + by V=-1V2" + b3 V-1V2 montre les permutations de o, 02, 6° et o* = e :
1.2 L€ degre aun polynome pour des nombres ay, . .., as et by, . .., b3 dans Q. Un élément 2 V2 A=1V2 —A=142
Le plus haute la puissance maximale n de x, le plus d’'ingeniosite typique parmi eux est par exemple . ! ! !
requise pour trouver x : 5 . 347 4 7/9\/_—1\4/23. Vo142 =12 A2 2
»Sin =1, cest-a-dire X+ a =0, alors x = —a . ) . ) l l l l
- (Complétion du carré) Si n = 2, c'est-a-dire x2 + px + g = 0, alors Toutes les permuta’Flons s’etendent de toutes les racmes.rl, ..., Tpa _2 2 212 V=14
on récrit l'équation comme x2 + px + g = (x + p/2)? — p2/4 + g tous ces nombres simplement en. remplaga.nt chaqueracinery, ..., Iy l l l |
et obtient fjans une telle somme des produits de.s racines rq, ..., rn par’sor.l _NCI2 V1Z | —14m {2
X = —p/2+ \/p2/4 . () image o(r7), ..., O(rnz. Par exemple si o est la permutation définie en | l l
haut qui permute {+V2} et {+V—1+V2}, alors o envoie N \4/5 Vo142 —V_1dm
» (Méthode de Cardan) Si n = 3, c'est-a-dire x° + ax* +bx +¢ =0, ¢ 343 + 7/9\/_71(4/53 sur5 — 393 — 7/9\/_71\453. - - VT

alors l N . . 3 . Définition et les deux permutations sur =V—1 sont donnée par o et 62 = e ol
1. remplace x parx = x + havec /i = ~a/3 qui est choisi tel que o est la permutation qui change des signes de V-1 et —V—1; pareil

3 3

B +pit+tqg=x>+ax®+bx+c Une permutation respecte l'addition et la multiplication veut dire que  gans 'exemple V2 + V3.
2. remplace X par x’ + x” choisis tel que x’x” = —p/3, ce qui donne pour tous les nombres x et y comme dessus, formeés par les racines : : )
5 ; ; ; - r. et des nombres rationnels, la permutation o satisfait Si la racine r est donnee par une formule, alors elle est obtenue en
XZ 4T+ ()BT p) g =27+ X7 + 4. o ' itérant des sommes et des racines de nombres rationnels. En itérant
3. Alors on cherche X’ = x> et X" = x”’° tel que o(x +y) = o(x) + o(y) et o(x - y) = o(x) - o(y). cette observation sur son groupe de Galois (toutes les permutations
X +X"=—q et XX’ =-p3/27. 4 , de toutes les racines rq, ..., r;, du polynome minimalde r)on a:
) Par exemple pour f(X) = X™ — 2 on trouve que toute permutation o :
Parce que (X + a)(X + ) = X* + apfX + af, les valeurs X" et X" sont les B Corollaire
solutions de 4 4 4 4 : : ) .
X2 + gX — p3/27 = 0; 0 = 6(0) = 0(V2 — V2) = 6(V2) + o(-V2) Si la racine r est donnée par une formule alors on peut restreindre
une équation de degré 2 qu’on a résolue en haut par (x) et nous donne pour €€ qui vaut si et seulement si O(—@) = —G(@); également on trouve  des permutations dans G sur de facteurs ou additionnes . .., v, 5,
x = x’ + x” la formule o(—=V=1V2) = —a(V=1+2). Alors on conclut qu’entre toutes les tel que les restrictions de toutes les permutations qui fixent ..., v,
24 = 4.3 .21 permutations des quatre racines a a sont U'itéeration d’une seule permutation comme au-dessus.

3 3
* \/_q/z " ‘/q2/4 P \/_q/z - ‘/q2/4 +p2/27 {+V2, +V-1V2}de f(X) = X* — 2 seulement celles qui satisfont
En}remplagant on o.btloent une formule de x en termef de a,b et c: o(=V2) = —6(2)
» (Méthode de Ferrari) Si p(X) = x* + - - - est un polyndme de degré
4 alors la méthode de Ferrari montre comment réduire a une sont dans le groupe de Galois G de f comme la permutation donnée
équation polyndmiale de degré 3 comme en haut. dans le diagramme (*). Ainsi on trouve qu’en fait G contient En méme temps on peut verifier que par exemple l'équation
exactement 8 élements; c'est-a-dire ces conditions nécessaires sont polynomiale f(X) = x> — x + 1 a comme groupe de Galois toutes les

aussi suffisant pour une permutation etre dans le groupe de Galois G.  permutations de ses 5 racines.
Ils sont donnés par les 4 choix qu’on a pour 'image de V2 et les 2
choix restants pour 'image de V-1+V2.

Maintenant il s’avere que par exemple pour toutes les permutations

4 4 . . e _ 5 -
et 0(—\/—1\/5) = —0(\/—1\/5) de 5 racines cette restriction itérative aux sous-groupes engendres
par une seule permutation n’est plus possible.

On conclut que pour toute equation polynomiale de degre jusqu’a 4
ses solutions s’expriment par les coefficients ay, . . ., a4 de
'équation et des nombres rationnels au moyen des opérations de

+, et /- (oun =2, 3, 4).

Alors aucune de ses racines, et en particulier sa racine 1.1673 . ..
dessinée au-dessus, ne peut etre donnée par une formule.
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